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step  in  laminar  flow  regime.  The  inspiration  for  the  present  work  is  derived  from  the  fact  that  in 
automobile  industry,  analyzing  the  flow  over  an  inclined  step  shall  help  in  understanding  the 
characteristics of the rear vehicle wake. A considerable percentage of the energy needed to propel the 
vehicle  is  dissipated  by  the  vorticity  generated  in  the  rear  of  the  vehicle,  hence  it  is  of  utmost 
importance  to understand  the properties of  the wake.  In  the present paper,  the  flow over a backward 
step is initially analyzed and the results are compared with the existing literature to validate the code 
developed. The inclined step simulations were carried out by varying different aspects of the geometry 
i.e.  different  tilts,  several  upstream  lengths  and  a  range  of  different  Reynolds  numbers.  Critical 
Reynolds numbers for vortex shedding in the wake of different step inclinations have been analyzed for 
all cases studied. A discussion on the time-averaged drag and lift coefficients as a function of Reynolds 








a      Height of the inclined step              (m) 
CD      Drag coefficient 
CL      Lift coefficient  
FD      Dimensional drag force               (N) 
Ff      Flux through face f of the control volume 
FL      Dimensional lift force              (N) 
Fp      Dimensional normal force               (N) 
Fs      Dimensional shear force               (N) 
h      Height of the non-orthogonal physical domain 
l      Length of the non-orthogonal physical domain 
Lr      Non dimensional vortex recirculation length 
nˆ       Outward normal of the surface S 
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p      Non dimensional Pressure 
Re      Reynolds number 
S      Surface onto the control volume 
t      Non-dimensional Time 
ul      Upstream Length of the physical domain 
u      Non-dimensional Velocity Y direction 
U      Free stream velocity  in X direction at the inlet        (m/sec) 
v      Non-dimensional Velocity Y direction 
       Control Volume                (m3) 
x      Non-Dimensional Eulerian coordinates in horizontal direction   
xp      Dimensional horizontal coordinate of the physical domain      (m) 
y      Non-Dimensional Eulerian coordinates in vertical direction   
yp      Dimensional vertical coordinate of the physical domain      (m) 
δ      Non-Dimensional Boundary Layer thickness on the upstream surface 
       Non-dimensional coordinates of transformed domain in vertical direction  
       Angle of inclination                (deg) 
       Non-dimensional coordinates of transformed domain in horizontal direction  
 
1. Introduction: 
In  the  present  study  a  two  dimensional  flow  over  a  backward  facing  inclined  step  in  laminar  flow 
regime is analyzed. Most of the research undertaken until now has been focused on studying the flow 
over a backward-facing step. As a matter of fact, a comprehensive analysis of the flow over an inclined 
backward  facing  step  has  not  been  carried  out.  Flow  past  an  inclined  step  is  expected  to  have 
similarities to that of the backward facing case, hence this study was carried out to analyze the vortex 
dynamics associated with inclined step configurations. A brief introduction of some important research 




numerical  work  of  Armaly  et  al  (1983).  They  presented  a  detailed  experimental  investigation  in  a 
backward-facing step geometry located inside a  rectangular channel for an expansion ratio H/h=1.94, 
where  h  and  H  are  the  inlet  and  outlet  channel  height  respectively.  An  aspect  ratio  W/h=35  and 
Reynolds  numbers  ranging  from  70  to  8000  were  evaluated,  W  is  the  downstream  channel  length 
measured from the step. The flow appeared  to be  three-dimensional above Reynolds number 400. At 


















the  accuracy  of  the  numerical  schemes,  the  experimentally  measured  recirculation  lengths  were 
consistently  under-estimated  above  a  Reynolds  number  of  Re=600.  It  was  reported  that  for  Re>700 
flow  was  unsteady  and  three-dimensional.  In  Kaiktsis  et  al.  (1996),  the  flow  was  found  to  be 
convective unstable for Reynolds numbers ranging 700 Re 2500  . A conclusion of this study was that 










Kaltenbach  and  Janke  (2000)  investigated  the  effect  of  sweep  on  the  transitional  separation  bubble 
behind a backward-facing step using direct numerical  simulation. The  flow upstream of  the step was 
laminar  and  shear-layer  transition  took  place  prior  to  reattachment.  Further,  Kaltenbach  (2004)  used 
Large Eddy Simulation to study turbulent flow over a swept backward facing step when Res = 5000 and 
for a  range of swept angles. The configuration studied was  the same as presented  in Kaltenbach and 
Janke  (2000).  It  was  observed  that  the  inclusion  of  a  swept  affected  the  dynamics  of  the  near  wall 
region  upstream  of  the  reattachment,  upstream  conditions  strongly  influenced  flow  dynamics, 
especially in the first half of the separation region.  
 
Three  dimensional  laminar  flow  flowing  inside  a  rectangular  duct  and  over  an  inclined  step  was 
numerically studied in Chen et al (2006), the channel bottom wall was heated with constant head flux. 
Inclination slant angles of 0º, 45º, 60º and 75º were considered, angles were measured along a plane 
perpendicular  to  the  flow field. Temperature, Nusselt number distributions,  streamlines configuration 
and saddle and nodal points as a function of the inclination angle, were presented. The location where 
the streamwise velocity component was zero, at the center of the duct, changed from a saddle point to a 
nodal  point  as  the  inclination  angle  decreased.  For  small  inclination  angles,  the  maximum  Nusselt 
number was located at the center of the duct. A single Reynolds number of 343 was used to perform the 
simulations. A set of different inclination angles 10, 15, 20, 25, 30 and 90 degrees, at Reynolds number 
64000,  has  been  recently  studied  in  2D  and  3D  using  the  Lattice-Boltzmann  method  in  conjunction 
with  large-eddy simulation, by Kotapati  et al  (2014). Among  the results obtained,  they presented  the 
pressure and friction coefficients along the step surface, also the velocity profiles at several positions 
were obtained. Louda et al (2013) also performed a 2D and 3D numerical simulation over a facing step 
at  different  inclination  angles,  10,  25,  45  and  90  degrees,  Reh  =  15000,  finite  volumes  and  finite 
elements approaches were considered. As in Kotapati et al (2014), they presented as well the velocity 
distributions along the step surface, and compared their results with the experimental data obtained by 









a  constant  temperature.  They  concluded  saying  that  the  step  length  and  inclination  angle  played  a 
decisive  role  in  the  fluid  hydrodynamic  behavior.    The  near-wall  flow  over  inclined  and  curved 
backward and forward facing steps was recently measured via using Particle image velocimetry (PIV) 





Cogotti  (1998),  studied  experimentally  the  aerodynamic  characteristics  of  a  full  scale  simplified  car 
model. Different parts of the car were modified to investigate the ground effect. This was the first time 
a  systematic  study  into  ground  effect  at  full  scale  was  published.  In  Leinhart  et  al  (2003),  flow 
measurements on an Ahmed body trailing edge were undertaken via using 2-component laser-Doppler 
anemometer.  Two  different  slant  angles  of  25º  and  35º  were  evaluated.  Fluid  used  was  air  and  the 
upstream incoming velocity was of 40 m/s. Kapadia et al (2003), numerically studied the flow on the 
trailing edge of an Ahmed car model with 25º slant angle. Spallart-Allamaras detached eddy simulation 
hybrid  model  and One-equation  RANS model  were used  to perform  the  simulations. The paper  also 
discussed  the  different  turbulence  modeling  techniques  available.  Flow  structure  downstream  was 
perfectly captured, static and dynamic drag coefficients were also analyzed. Krajnovic and Davidson 
(2004),  modeled  the  flow  over  an  Ahmed  body  with  25º  slant  angle  via  using  LES,  fluid  was 




body  with  two  slant  angles  25º  and  35º.  He  used  a  flow  solver  called  ISIS  and  unsteady  Reynolds 
averaged  Navier-Stokes  equations  URANS  as  turbulence  model.  Results  were  compared  with  other 
turbulence models. They had a good agreement  for slant angle of 35º since the flow was mostly two 
dimensional, for 25º slant angle the flow was fully three-dimensional and they said further research was 








step  was  carried  out  in  laminar  regime  as  a  preliminary  step  towards  understanding  the  effects  of 
inclination the flow past the step. 
 








the  open  boundary  was  located  at  a  distance  of  8a,  according  to  Sohankar  et.al.  (1995).  Neumann 
boundary condition was used at  the outlet.  In order  to simulate a far  field downstream boundary,  the 
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grid  was  chosen,  since  it  is  most  appropriate  to  simulate  the  flow  dynamics  in  the  presence  of  an 
inclined edge. Figure 2b, shows the three sub domains used to generate the grid. The first sub domain is 
the region above  the upstream horizontal surface,  the second sub domain  is  the region starting at  the 
vertex where  the horizontal and  inclined step meet, and covers  the upper  right hand side region. The 
grid region located on the right hand side of the inclined step wall is the third sub domain.  
 
Structured  grid  has  been  generated  in  the  three  sub-domains  using  the  stretching  transformation 
proposed by Roberts (1971), which refines the grid in the vicinity of the solid walls. The domain on the 













2.1 Governing Equations: 
Simulations  have  been  done  with  non-dimensional  form  of  Navier-Stokes  equations. To  non 
dimensionalize the equations, the height of the step, a, was taken as the characteristic length, the free 
stream  velocity  U  was  taken  as  the  characteristic  velocity,  the  characteristic  pressure  was  ρU2,  the 
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F 0                          (5) 
 
Equations (4) and (5) were solved by using the bi-conjugate gradient stabilized method. 











            (6) 
 
In  all  solid  boundaries,  no-slip  boundary  condition  for  velocity  and  normal  gradient  condition  for 
pressure was employed. 
 
           ˆu 0, v 0 and  p.n 0                       (7) 
 
Where  nˆ  is the unit normal vector perpendicular to the surface. 
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3. Code Validation: 
The code was validated by simulating  the  flow over a backward  step and  the  results were compared 
with  the  results  presented  in  the  literature.  Figure  4  presents  the  streamline  plots  for  the  backward 
facing step case. The left hand side of the figure, presents the results obtained from the code developed 
and  the  graphs  presented  on  the  right  hand  side,  were  obtained  by  Chowdhary  and  Dhiman  (2011). 
Three  Reynolds  numbers  of  100,  150  and  200  were  studied  in  both  cases.  The  comparison  was  in 
complete  agreement  in  all  cases  studied,  flow  configuration  was  very  much  alike,  the  downstream 
vortices  were  steady  in  all  cases  and  their  respective  length  was  the  same  in  all  comparisons 
undertaken. It is necessary to point out that as the plots presented in the right hand side of figure 4 were 



















3.1 Effect of Grid Refinement: 
A  grid  refinement  study has been carried out on  three progressively  refined grids, namely 160×140, 
200×150 and 220×160 where the number of grid nodes distributed over the inclined edge of the step 




Grid  160x140  200x150  220x160 
Drag Coefficient, CD  0.2092673  0.2110388  0.2116015 




The variation  in  the drag  coefficient, CD was  0.85% when  the  grid was  refined  from  coarsest  to  the 
intermediate  level. But when  the grid was  further  refined  to  the finest  level,  the variation reduced  to 
0.27%,  see  table  1. Therefore  based  on  these  results,  a  grid  size  of  200x150  was  considered  for  the 
simulation with ul=2a and 4a and for ul=a, a grid size of 160x150 was used for all Reynolds numbers. 
 
4. Results and Discussion: 
In  order  to  evaluate  the  flow  over  and  inclined  backwards  facing  step,  the  results  for  various 
simulations carried out will be presented in this section. Simulations were performed for an inclination 
angles of, θ = 15º, 30º, 45º, 60º and 75º, three different upstream lengths of ul=a, ul=2a and ul=4a were 
chosen,  to  study  the  boundary  layer  development  on  the  horizontal  surface  and  also  to  analyze  the 
effects of boundary layer on the wake of the flow past an inclined step. Firstly the steady state flow will 
be presented for inclination angles, θ =15º, 30º, 45º, 60º and 75º, upstream channel lengths of ul=4a and 
Reynolds  numbers  of  100,  200,  349  and  350.  Reynolds  numbers  349  and  350  were  analyzed  to 
understand the flow transition from steady to unsteady. Simulations for angles of inclination, θ =5º, 10º, 





4.1 Boundary Layer development on the upstream surface, ul: 
The development of the boundary layer on  the upstream surface length, ul plays an important role  in 
the dynamics of the flow past an inclined step. Three different upstream lengths ul=a, 2a and 4a were 







surface.  The  time  step  was  considered  as  0.001.  The  same  grid  size  was  used  in  both  steady  and 
unsteady flow cases. Figure 5 presents instantaneous vector plots over the upstream surface of the step 
for  all  different  upstream  lengths,  ul.  Figure  5(a)  and  (b)  respectively  present  the  boundary  layer 
development  for Re=500 and Re=800,  for upstream length ul=4a. The boundary  layer  thickness, δ at 

















4.2 Steady state flow analysis: 
Figures  6  and 7  show  the  steady  state  analysis.  In  each  figure,  five  different  inclination  angles  of  θ 
















static  recirculation  vortex  length,  remains  pretty  much  constant  and  independent  of  the  inclination 
angle. Similar phenomenon was also reported by Chen et.al. (2006), Kotapati et.al. (2014) and Makiola 
et.al. (1992). Downstream static recirculating vortex length (Lr) increases with the increase of Reynolds 
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4.3 Critical Reynolds number for onset of vortex shedding: 







as  the  angle  of  inclination  is  increased  from  θ=0º  to  θ=15º.  To  analyze  this  trend  of  the  flow 











It was determined  from  the simulations  that  flow  is  steady when θ=5º, 10º, 12º  and 14º at Reynolds 
number, Re=404, 374, 359 and 351 respectively, which implies that  the critical Reynolds number for 











was  reported  to be around 500  (Armaly et.al. 2003)  (Chen et.al. 2006) and was  found  in  the present 
study  to be at Re=498.  For θ=5º  the  flow critical Reynolds  umber was  found  to be at Re=405. This 




than  in  the  case  of  the  backward  step. The  various  critical  Reynolds  numbers  obtained  for  different 
angles  of  inclination  were  fitted  into  a  polynomial  to  derive  a  generic  equation  representing  the 
variation of critical Reynolds number with the increase of inclination angle, presented in equation (17).  
 
         5 4 3 2Re   0.0000018   0.000395 –  0.032748   1.264546 –   22.514803  496.159cr         
                      (17) 
 
It is also important to realize that the steady state vortex presented in figure 6 from Chen et al (2006), 
for  an  angle  of  inclination,  θ=45º  and  for  a  Reynolds  number  of  Re=343,  is  identical  to  the  vortex 






4.4 Unsteady and periodic flow analysis: 
As presented in the previous section, the critical Reynolds number for inclination angles between 15º 
and 75º was found to be 350, therefore in order to visualize unsteady periodic vortex shedding, in the 






due  to  the interaction between  the negative momentum of  the vortex  in  the wake of  the step and  the 
solid  constrained  boundary  located  below  the  vortex.  This  mechanism  is  different  from  the  one 








figures,  the vortex  forms at  the inclined edge vertices of  the  inclined step and  is shed into  the wake. 
Two  types  of  inviscid  critical  points,  namely  ‘centre’  and  ‘saddle’  can  be  seen  from  the  figures. A 
critical point  is a location where slope of streamline becomes indefinite;  the point of zero velocity is 
referred  to  as  the  ‘centre’ while  the point where  two  streamlines  running  in opposite direction  touch 
each other is referred to as the ‘saddle’. From the present study, it is realized that whenever Re >350, 
the  saddle  point  of  a  shed  vortex,  disappears  before  a  new  vortex  is  shed.  Instantaneous  vorticity 
contours,  shown  in  Figure  9  to14,  further  reveals  the  formation  and  shedding  of  vortices  from  the 
15 
 
inclined  edge  vertex  of  the  step.  Due  to  its  streamlined  shape,  separation  in  an  inclined  step  always 
occurs at the inclined edge vertex leading to a separated shear layer from the vertex which is stretched, 
bent and finally convected  into  the wake. The neck between the  tip and  the main body of a growing 
vortex stretches and bends, leading to separation from the main body. 
 
The  positive  and  negative  vorticity,  corresponding  to  counter-clockwise  and  clockwise  motion,  is 










showed  much  faster  and  disorganized  vortex  dissipation.  This  is  due  to  the  fact  that  as  Reynolds 
number  increases,  the  kinetic  energy  associated  to  each  fluid  particle  also  increases  and  momentum 
interchange  between  particles  increases,  producing  a  quicker  and  higher  disorganized  vortex 
dissipation. Vortex shedding frequency for all the cases studied, which is presented in the next section, 






the vortex until  it  is  finally dissipated  into  the wake  after  its  separation.  From  figure  9(i)  the vortex 
recirculation length, when the vortex is just formed, was 2 units, and it increased to 4 units when it was 














































































4.5 Lift and drag coefficients. 
Figures 15 and 16, present  the variation of  averaged  lift  and drag  coefficients acting on  the  inclined 
step  with  the  change of  inclination  angle. These  coefficients  consider  the  average  normal  and  shear 
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horizontal  length  used,  the  averaged  drag  coefficient,  CD  is  inversely  proportional  to  the  angle  of 
inclination  increase,  averaged  lift  coefficient,  CL  is  directly  proportional  to  the  angle  of  inclination. 





pressure  is  acting  also  increases.  Lift  coefficient  increase,  is  smaller  when  the  upstream  horizontal 
length  goes  from a  to 2a  than  from 2a  to 4a,  this  happens  regardless of  the  angle of  inclination  and 
Reynolds  number.  This  small  increase  is  due  to  the  increase  in  the  area  of  the  horizontal  upstream 
surface on which  the normal pressure  is acting. When comparing  figures 16(a) and  (b),  it  is  realized 
that,  regardless  of  the  inclination  angle,  as  Reynolds  number  increases  the  lift  coefficient  suffers  a 
small increase. This can be attributed to the pressure distribution on the surface of the inclined step, as 




Regarding  the  averaged  drag  coefficient,  figure  15  shows  that  drag  coefficient  decreases  with  the 
inclination angle  increase. This can be attributed to  the fact that as the angle of  inclination  increases, 
shear  stresses  acting  on  the  inclined  surface  increase,  due  to  the  area  increase.  As  a  result  of  the 
downstream vortices generated, the increase of shear stresses appearing onto the inclined surface, has 

























Figure  17  presents  the  instantaneous  non  dimensional  pressure  distribution  plots  on  the  complete 
inclined step surface. Relative pressure acting on the step surface is negative since the velocity of fluid 
is higher on the surface of the step than the free stream velocity as in the case of the top surface of an 
airfoil.  In  figures 17  (a)  and  (d),  the pressure distribution on  the step  surface  is presented  for  all  the 
inclination angles simulated at Re=500 and 800 respectively. It can be observed that as the as the angle 
of inclination increases,  the pressure acting on the upstream surface decreases, causing the lift on  the 
body  to  increase,  as  seen  in  figure  16(a)  and  (b).  The  variation  of  pressure  on  the  inclined  surface 
suffers a marginal increase with the increase in the Reynolds number, as can be seen in figures 17 (a) 
and  (d);  (c) and  (f). An  interesting observation  that can be made on  the  right corner of  the upstream 
surface, where the inclined surface of the step starts, is the pressure fluctuation. The close up view of 
these  pressure  fluctuations  can  be  seen  clearly  in  figure  17  (b)  and  (e).  These  pressure  fluctuations 
could be due to the sudden change in geometry at the corner, leading to variations in the velocity of the 
flow. An important phenomenon to be observed from figures 17 (a) and (d) is that the pressure, on both, 
the  upstream  and  inclined  surfaces,  first  decreases  until  reaching  the  midpoint  of  their  respective 











(b) and  (d).  It can also be observed  that  if  the  inclination angle  is maintained constant and Reynolds 










The  drag  coefficient  amplitude  of  oscillation  decreases  with  the  increase  of  inclination  angle,  the 
decrease being of over 75% when the inclination angle goes from 15º to 75º for Re=500, see figures 18 









Figure  19,  presents  the  time  dependent  lift  coefficient  profile  for  the  same  different  angles  of 
inclination and Reynolds numbers introduced in figure 18.  It  is  interesting to note that  the oscillation 
amplitude variation with the inclination angle or Reynolds number increase is much smaller than in the 
case of drag coefficient. In other words, the amplitude has an increase of 50% when inclination angle 





1. In  the steady state analysis,  it has been found that  the vortex recirculation length has a strong 









attributed  to  the  inclined surface shear drag increase,  in  the opposite direction of  the pressure 
and upstream surface shear drag.  
5. Average lift coefficient increases with the angle of inclination increase. This is because the force 
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